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Resumen

Oscillations are ubiquitous in nature, and consequently oscillatory
motion constitutes a fundamental and basic concept in general phy-
sics. In the present work an elementary introduction to oscillations,
including linear, nonlinear and chaotic oscillations is given. The aut-
hors believe that these simple concepts should be taught at the earliest
possible moment, either at Secondary level or at the introductory uni-
versity Physics courses, and hence this is an attempt to introduce
simple ideas which might be of help to Physics teachers.



1 Introducciéon

La idea intuitiva que uno tiene de oscilacion es la evolucién en el tiempo de
un sistema caracterizado por un movimiento de vaivén, ya sea éste regular o
no. Existen multitud de situaciones en los que el movimiento oscilatorio es
la dindmica predominante, siendo los ejemplos méas comunes el de una masa
suspendida de un muelle elastico, el péndulo de un reloj de pared, un circuito
eléctrico oscilante, las oscilaciones de las cuerdas de una guitarra, etc. Sin
embargo existen otros ejemplos aparentemente menos familiares como son el
comportamiento periddico de algunos ritmos biolégicos tales como la respira-
cion, las palpitaciones del corazon, el ciclo de reproduccion de las plantas, o
fenémenos fisicos que se repiten periédicamente como las mareas o las vibra-
ciones de las moléculas. La evolucion en el tiempo de estos sistemas puede
ir desde un comportamiento totalmente periédico, como en los ejemplos an-
teriores, a un comportamiento irregular, en el que las oscilaciones nunca
se repiten, denominado cadtico. Un péndulo simple forzado periédicamente
puede exhibir este comportamiento caético, de igual modo que muchos otros
sistemas dindmicos como la atmodsfera o un circuito electrénico. Esto puede
dar una idea de que los comportamientos oscilantes se encuentran por todas
partes en la naturaleza, y en consecuencia su estudio ha sido y sigue siendo
indispensable en fisica.

En este articulo se pretende dar una visién general y sencilla del com-
portamiento de un oscilador en funcién de los distintos tipos de fuerzas que
pueden actuar sobre él, usando nociones elementales de la teoria de los siste-
mas dindmicos. De menor a mayor complejidad empezaremos por el caso mas
sencillo, el de un oscilador lineal libre en el que la amplitud del movimiento es
directamente proporcional a la fuerza desequilibradora, movimiento conocido
como armoénico simple. Cualquier realizacion experimental llevaria consigo
que todo oscilador acabe deteniéndose debido a la existencia de fuerzas de
rozamiento o de friccién que se oponen a su movimiento. Por lo tanto la exis-
tencia de rozamiento hara que las oscilaciones cesen, a no ser que haya un
aporte externo de energia en cada oscilacién que compense las pérdidas por
rozamiento. Supongamos que una fuerza externa periédica de amplitud Fy y
frecuencia wy actia sobre el oscilador. Esto significa que por cada periodo de
la oscilacién se introduce un aporte de energia al oscilador que produce como
efecto un mantenimiento de las oscilaciones del sistema, incluso en presencia
de amortiguamiento. En particular, si el oscilador es lineal presentarda un
comportamiento peridédico caracteristico que dependera de la frecuencia de



la fuerza externa oscilante.

El siguiente grado de complejidad en un oscilador proviene de la no li-
nealidad de la fuerza que actua sobre él. En general, todo oscilador se com-
portara como un oscilador no lineal si se le aleja lo suficiente de la posicion
de equilibrio. De este modo se introduce al estudiante en el estudio de los
sistemas no lineales. Mientras que en los osciladores lineales la presencia
de rozamiento y de una fuerza periédica externa tinicamente puede producir
una respuesta periddica, en un oscilador no lineal la respuesta puede llegar
a ser caotica para cierto rango de valores de algiin parametro caracteristico
que modifiquemos.

Ademés de introducir conceptos como no linealidad y oscilaciones irre-
gulares o errdticas, utilizando sistemas oscilantes sencillos, otra aportaciéon
del articulo es presentar de forma natural una manera alternativa de repre-
sentar las soluciones de un sistema en general (ademds de la ya conocida
espacio-tiempo), que consiste en dibujar la coordenada desplazamiento a lo
largo del eje de las abscisas y el valor simultdneo de la velocidad a lo largo del
eje de las ordenadas. Esta representacion se conoce como espacio de fases,
que fue introducido en Fisica a comienzos del siglo XX por el fisico americano
Josiah Willard Gibbs, y nos permite representar el estado del sistema en cada
instante. Asi, si para caracterizar completamente un sistema hemos de dar
sus coordenadas de posicién y velocidad en el tiempo, en un espacio bidimen-
sional este par de coordenadas iran describiendo una trayectoria que nos da
idea de como evoluciona el sistema en el tiempo. Por tanto, una trayectoria
cerrada nos indicaria que el sistema evoluciona de forma periédica.

Para abordar el propésito de este trabajo utilizaremos como modelos de
sistemas oscilantes el sistema masa-muelle (que consiste en un cuerpo de
masa m unido a un muelle) y un péndulo simple (que consiste en una masa
puntual unida a un hilo inextensible y sin masa que se mueve en un plano).

Pensamos que estos conceptos sencillos deberian ser introducidos en los
cursos de Fisica elementales lo antes posible, ya que proporcionan al alumno
imagenes sencillas e intuitivas de los procesos fisicos, ademds de constituir
una forma de pensar basada en nociones geométricas, sin que ello suponga
una especial dificultad anadida. De hecho, un capitulo sobre oscilaciones se
considera indispensable en cualquiera de los manuales tipicos de ensenan-
za de la Fisica tanto a nivel de ensefianza secundaria [1] como de primeros
cursos universitarios [2, 3, 4]. Un método interactivo a través de internet,
se encuentra en el Curso interactivo de Fisica en internet de A. Franco [5],
donde se ofrece la posibilidad de experimentar con programas en un ordena-



dor aportando una visién mas palpable de las oscilaciones. En este contexto,
uno de los objetivos de este trabajo es precisamente el de suministrar una
guia que pudiera servir de ayuda a profesores de Fisica en la ensenanza de
estos conceptos.

2 Oscilador Lineal

Un oscilador lineal se caracteriza por la proporcionalidad existente entre la
fuerza que tiende a restaurar la posicién de equilibrio del sistema y la mag-
nitud de la perturbacién que lo ha alejado del mismo. En un sistema como
el de la Fig. 1 en el que un cuerpo estd unido a un muelle sin rozamiento,
esto se traduce en la siguiente ecuacién, conocida como ley de Hooke:

F = —kz, (1)

donde k representa la constante eldstica del muelle que dependera de su
rigidez y el signo negativo indica que su sentido es opuesto al movimiento
de elongacion natural, fruto de la fuerza que actia sobre él. Basta por
tanto considerar la segunda ley de Newton para de este modo obtener la
correspondiente ecuacién del movimiento

d?x

dt?

donde w = £. La Ec. 2 es una ecuacién que involucra derivadas de segundo
orden de la variable desplazamiento x(t) con respecto al tiempo. En ma-
tematicas, a este tipo de ecuaciones se las llama ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Una solucién tipica de la Ec. 2 es de la forma:

ma = —kx = + wiz = 0, (2)

z(t) = A sin(wot + ¢), (3)

donde A, wy y ¢ son constantes que indican respectivamente el desplaza-
miento maximo de la masa respecto de la posicién de equilibrio, la frecuencia
propia o natural del oscilador y una fase inicial.



Figura 1: Esquema de un os-
cilador lineal representado por
una masa sometida a una fuer-
za de recuperacién lineal bajo
la accién de un muelle.

Si procedemos a dibujar esta solucién en un espacio de coordenadas = —t,
el comportamiento periédico del movimiento de la masa m dado por la Ec. 3
describird la trayectoria sinusoidal representada en la Fig. 2(a). Otra forma
muy util de visualizar este movimiento es a través de lo que recibe el nombre
de espacio de fases, que no es otra cosa que el espacio de velocidades y
posiciones v —x. Bajo esta perspectiva se representa la velocidad v del objeto
en el eje vertical en funcién de su posicion z en el eje horizontal tal y como
se observa en la Fig. 2(b).

La velocidad del objeto se obtiene derivando la Ec. 3 respecto del tiempo:

v = %:Awo cos(wot + ¢). (4)

Observamos pues que la velocidad y la posicién estdn desfasadas 7, es
decir, la velocidad es maxima en la posicion de equilibrio y se anula cuando
la posicién alcanza su maximo. En el espacio de fases el objeto describira
trayectorias elipticas que dependerdn de las condiciones iniciales z(0) = x
y v(0) = wp tal y como se muestra en la Fig. 2(b). Ndétese que esto es
de este modo porque en ausencia de friccion la energia mecanica total del
oscilador, E = E, + E. = 3kz? + ;mv?, debe de permanecer constante,
siendo la elipse la trayectoria en el espacio de fases que hace E' = cte. Ademads
obsérvese que en el caso particular en el que m = k = 1, las trayectorias se
convierten en circunferencias de radio v/2E y con centro el punto de equilibrio

(x = 0,v = 0). De modo que cuanto mas grande sea la energia del sistema,
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Figura 2: a) Respuesta de un oscilador lineal conservativo en el espacio z —¢
segin la Ec. 3 para dos condiciones iniciales diferentes. b) Respuesta de un
oscilador lineal conservativo en el espacio de fases v — x con E; > Es.

mayor sera el radio de la circunferencia en el espacio de fases y por tanto
mayor serda la amplitud de las oscilaciones. Esta imagen de trayectorias
cerradas es tipica en los sistemas en los que se conserva la energia y que en
consecuencia se llaman sistemas conservativos.

3 Oscilador Lineal Amortiguado

El oscilador lineal descrito en la seccién anterior se trata de una idealizacion,
ya que desde un punto de vista experimental un sistema oscilante siempre
estd sometido a algin tipo de fuerza de rozamiento o disipativa, cuyo efecto
consiste en producir una pérdida de energia hasta que deja de oscilar. Los
sistemas que poseen esta caracteristica genérica, y que por tanto disipan
energia, reciben el nombre de sistemas disipativos.

Consideremos el sistema de la Fig. 1 y supongamos que sobre el objeto
existe una fuerza de rozamiento de tipo viscoso, lo cual significa que existe
una disipacion proporcional a la velocidad del objeto y en sentido contrario
a su movimiento. Como hemos hecho en el caso anterior, basta considerar la
segunda ley de Newton teniendo en cuenta todas las fuerzas que actian sobre
él, es decir, incluyendo la fuerza de friccién que se opone al movimiento, para
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Figura 3: a) Evolucién temporal de un oscilador lineal amortiguado en el
espacio  — t. b) Trayectoria en el espacio de fases v — z.

encontrar las ecuaciones del movimiento:

2y dx
ma=—kr —bv = — + 2y— + wizr =0, 5
az g T (5)
donde 2y = % y wi es la frecuencia natural del oscilador sin rozamiento.
La Ec. 5 es una ecuacion diferencial de segundo orden cuya solucién viene
dada por:

z(t) = Ae "sin(wt + ¢), (6)

en el caso en que wi > 72 A es de nuevo la amplitud maxima, v es la
frecuencia de extincién y w? = wi —~%. Como se puede deducir facilmente de
la anterior solucion, el efecto del rozamiento es el de reducir exponencialmente
con el tiempo la amplitud de la oscilacion a cero, lo cual queda reflejado en la
Fig. 3(a). Por ello también recibe el nombre de movimiento amortiguado, ya
que la amplitud se “amortigua” con el paso del tiempo y de modo genérico
se habla de amortiguamiento. Ndtese que en este caso, en que wi > 72,
existen oscilaciones cuyas amplitudes se amortiguan con el tiempo y este tipo
de movimiento recibe el nombre de subamortiguado. Existen otros tipos
de movimiento cuando wi < %, en los que la amplitud del movimiento decae
de modo paulatino a cero, pero sin sufrir oscilaciones. El caso wi = +? recibe



el nombre de amortiguamiento critico y el caso wi < 7? de movimiento
sobreamortiguado, donde el término de inercia es insignificante frente al
término de amortiguamiento.

Recordemos que en el caso no amortiguado, las trayectorias en el espacio
de fases venian representadas por circunferencias cuyo radio era funcién de la
energia. En el caso amortiguado, la amplitud disminuye a medida que aumen-
ta el tiempo, de modo que intuitivamente podemos visualizar sus trayectorias
en el espacio de fases como una circunferencia cuyo “radio” disminuye en ca-
da oscilacién. Es decir, estamos ante el caso de una espiral. En la Fig. 3(b)
se representa el espacio de fases v — x del movimiento de la masa unida al
muelle, que describe una espiral que tiende hacia el origen (zx = v = 0) y
que resulta ser el punto de equilibrio del sistema, es decir, que permanecera
en r = 0 sin moverse. Independientemente de la condicién inicial (o, vg)
(0 equivalentemente energia inicial Fy) todas las trayectorias convergeran en
forma de espiral a este punto que por esta razoén recibe el nombre de punto
atractor espiral segiin la teoria de sistemas dindmicos. Noétese la dife-
rencia con el caso sin amortiguamiento en el que el espacio de fases consistia
en una familia de curvas cerradas de energia constante. En ese caso el punto
de equilibrio (0, 0) recibe el nombre de centro. Y desde este punto de vista,
el efecto de la inclusién de la disipacién o amortiguamiento, es cambiar un
centro por una espiral.

4 Oscilador Forzado y Resonancia

Hemos visto que en los sistemas amortiguados o disipativos la amplitud de
las oscilaciones va decreciendo gradualmente hasta que se recupera el estado
de equilibrio de reposo. Para poder mantenerlas hay que suministrar energia
al sistema mediante la aplicaciéon de una fuerza externa que compense las
pérdidas de energia por amortiguamiento. Un ejemplo gréifico de esta situa-
cién se obtiene si imaginamos una persona sentada en un columpio que es
balanceada por otra. Las oscilaciones se mantienen si se ejerce un impul-
so en cada periodo. Para un muelle con amortiguamiento y mediante una
fuerza periédica sinusoidal de amplitud Fy y frecuencia wy, la ecuacién de
movimiento, haciendo uso de la segunda ley de Newton, viene dada por:

s

dx
e + QVE + wir = Fycoswst  (7)

ma = —kx — bv + Fycoswst =



Figura 4: Solucién transitoria
y estacionaria de un oscilador
-4 1 amortiguado forzado para dos
condiciones iniciales diferentes

El movimiento resultante se compone de un transitorio inicial que depende
de las condiciones iniciales y de un estacionario que es independiente de éstas
y caracterizado por oscilar arménicamente con la frecuencia wy. La Fig. 4
muestra cémo dos condiciones iniciales diferentes, (linea de puntos y linea
continua), poseen un transitorio diferente pero al cabo de un cierto tiempo
el estacionario es el mismo para ambas condiciones iniciales. Respecto a
la amplitud del estado estacionario no s6lo depende de la amplitud Fj de
la fuerza externa periddica sino también de la frecuencia wy. Cuando la
frecuencia impulsora wy es igual o se aproxima a la frecuencia natural del
sistema wy se produce el fenémeno de resonancia. Entonces la amplitud de
las oscilaciones del sistema se hace mucho mayor que la amplitud de la fuerza
externa impulsora, y la transferencia de energia es maxima.

5 Oscilador No Lineal

Los sistemas no lineales se caracterizan porque presentan una relacion causa-
efecto que no es proporcional, a diferencia de lo que sucedia con el sistema
masa-muelle. En la realidad casi todos los sistemas oscilantes se acercan a la
no linealidad si se los aleja suficientemente de la posiciéon de equilibrio. Un
ejemplo paradigmatico de oscilador no lineal es el péndulo simple, donde una
particula de masa m cuelga de una cuerda inextensible y sin masa de longitud
¢ (ver Fig.5). En este caso, la no linealidad proviene de que la fuerza que
tiende a llevarlo de nuevo al equilibrio no es proporcional al desplazamiento
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Figura 5: Esquema de un péndulo.

f del angulo con respecto a la vertical, sino al valor del seno del angulo sin 6.
La ecuacién del movimiento para este oscilador no lineal, considerando que
no hay disipacién de energia, es:
2
mla = —mgsinf = ﬂ-l—gsiné’:O, (8)
a2 /¢
donde « es la acelaracién angular.

Para desplazamientos pequenos de la posicién vertical de equilibrio del
péndulo, la Ec. 8 se aproxima a la forma lineal del oscilador arménico, ya
que entonces sin f ~ 6, obteniéndose en el espacio de fases las mismas trayec-
torias cerradas elipticas del muelle sin rozamiento. De hecho se acostumbra
a utilizar esta aproximacién en los cursos elementales de introduccion a la
Fisica, conduciendo a veces a error, ya que de este modo uno podria lle-
gar a pensar que todos los sistemas pueden ser susceptibles de ser lineales.
Sin embargo, para amplitudes mayores la versién lineal de la Ec. 8 (donde
habriamos sustituido sin @ por #) deja de tener validez y se tiene que resolver
teniendo en cuenta la ecuaciéon completa con el término no lineal, esto es, tal
y como aparece en la Ec. 8. Por supuesto que esta ecuacion se puede resolver
de modo exacto y por lo tanto es posible encontrar una expresién analitica
para sus soluciones, pero no utilizando funciones elementales sencillas. Sin
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embargo existen otros métodos de analisis como el numérico o computacional
que nos permiten determinar el comportamiento del sistema en funcién de
sus pardmetros y obtener una imagen cualitativa de su comportamiento en
el espacio de fases (Fig. 6).

- _
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Figura 6: Representacién en el espacio df/dt — 6 de un péndulo no lineal y
los diferentes tipos de movimientos del péndulo: oscilaciones (a), rotaciones
a derechas (b) y rotaciones a izquierdas (c).

Este sistema posee dos posiciones de equilibrio # = 0y 8 = «, siendo la
primera estable e inestable la segunda. La nocién de estabilidad se puede
describir usando argumentos sencillos. Si movemos ligeramente el péndulo de
su posicion de equilibrio y posteriormente vuelve a dicha posicién, entonces
decimos que es estable. Mientras que si tras modificar ligeramente su po-
sicién, el sistema se aleja de ella, entonces decimos que es inestable. En la
Fig. 6 se puede observar facilmente como para oscilaciones de pequena ampli-
tud 6, las trayectorias son practicamente circulares (a) en torno al punto de
equilibrio # = 0 como las descritas por el sistema masa-muelle lineal. Con-
forme aumenta la amplitud de las oscilaciones el caracter no lineal comienza
a ser evidente al deformarse cada vez mas las trayectorias en el espacio de
fases. Otra caracteristica de estas oscilaciones es que el periodo depende de la
amplitud, a diferencia de lo que sucede en los sistemas lineales. Si tomamos
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como condicién inicial 6y = 7 y (df/dt)e # 0, es decir, lanzamos el péndulo
desde arriba, el péndulo realizara un movimiento de rotacién sobre si mismo
dando lugar a trayectorias abiertas en el espacio de fases como las senaladas
(b) y (c) en la Fig. 6 que representan rotaciones a derechas o rotaciones
a izquierdas respectivamente, dependiendo de las condiciones iniciales. La
curva que “separa” las rotaciones (curvas abiertas) de las oscilaciones (cur-
vas cerradas) se llama separatriz y representaria el movimiento del péndulo
que trataria de llegar a la posiciéon de equilibrio inestable # = 7 teniendo
que invertir para ello un tiempo infinito. Para valores de la energia ligera-
mente inferiores al de la separatriz, el péndulo realiza oscilaciones de gran
amplitud aproximéndose mucho a la posicién de equilibrio inestable 6 = 7,
mientras que para energias superiores, el péndulo llega a cruzar la posicién
de equilibrio inestable realizando rotaciones completas.

6 Oscilador Caotico

El ultimo estadio de complejidad en el estudio de un oscilador es el que surge
cuando un oscilador no lineal amortiguado es forzado periédicamente. La
ecuacion de movimiento de un péndulo en tales condiciones es:

mla = —mgsin — bv + Fycos wyt
d*0 df 9 .
- W-FQ’)/%-FMOSIDQZFQCOSMJP{I. (9)

En el caso de oscilaciones pequefas (comportamiento lineal) hemos visto
que la aplicacién de una fuerza externa periddica puede dar lugar a fenémenos
de resonancia. Sin embargo, respuestas no lineales son inevitables en el mun-
do real. La naturaleza de las soluciones de la Ec. 9 va a depender mucho de
los valores de los pardmetros y de las condiciones iniciales. De este modo, si
fijamos todos los parametros excepto la amplitud Fy del forzado periédico,
que servird como parametro de control, es posible obtener desde un compor-
tamiento periédico para ciertos valores hasta un comportamiento totalmente
aperiédico para otros, tal y como se observa en las Figs. 7(a-b).

El comportamiento irregular o errético reflejado en la Fig. 7(b) se conoce
con el nombre de cadtico y se caracteriza por la ausencia de pautas de regu-
laridad, y por presentar un comportamiento donde una pequena diferencia en
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Figura 7: a) Serie temporal periédica de un oscilador no lineal amor-
tiguado y forzado con Fy = 0.9. b) Series temporales cadticas para
un oscilador no lineal amortiguado y forzado correspondientes a dos
condiciones iniciales muy proximas § =0y 6 = 0.001 con Fy = 1.15.
c¢) y d) Espacio de fases df/dt — 6 de los comportamientos periédico
y cadtico de las situaciones a) y b) respectivamente. e) y f) Plano
de Poincaré de los movimientos correspondientes a ¢) y d) respecti-
vamente. El punto en e) indica que se trata de una drbita periddica
de periodo 1, mientras que la figura que aparece en f) estd formada
por un conjunto infinito de puntos y conforman un atractor extrafio
de una oOrbita cadtica del péndulo.
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las condiciones iniciales tiene efectos impredecibles sobre el comportamiento
ulterior del sistema.

Resulta de especial importancia destacar que este comportamiento
aperiodico es completamente determinista, de tal forma que basta con cono-
cer las condiciones iniciales del sistema para obtener su evolucién posterior.
Como se ha mencionado anteriormente, una de las propiedades fundamenta-
les de los sistemas cadticos es la extrema sensibilidad a las condiciones
iniciales, cuya consecuencia mas importante es la perdida de la capacidad
de prediccion sobre la evolucién temporal de un sistema a tiempos largos.
Esto se muestra en la Fig. 7(b), donde dos condiciones iniciales para el des-
plazamiento angular distintas pero muy préximas, evolucionan en el tiempo
de forma completamente diferente a tiempos largos. Es precisamente esta ca-
racteristica de la sensibilidad a las condiciones iniciales la que limita a unos
pocos dias una prediccion fiable del tiempo meteorolégico usando modelos
no lineales de los procesos atmosféricos.

Es necesario decir que para un oscilador forzado el espacio de fases es
tridimensional, donde el tercer eje corresponde a la variable fase, o si se
prefiere la variable tiempo, que aporta la fuerza externa aplicada. Asi, la
érbita correspondiente al caso (a) en el espacio de fases tridimensional, seria
una hélice, y lo que estamos visualizando en la Fig.7(c) es justamente una
proyeccion sobre el plano df/dt — 6. Lo mismo sucede para la situacién (b),
salvo que en este caso se trata de una estructura mucho mas complicada.
Mientras que el movimiento periddico se reconoce mediante orbitas cerradas
en la proyeccién bidimensional del espacio de fases (Fig.7(c)), el movimiento
cadtico da lugar a una estructura extrana que no llega a cubrir el espacio de
fases densamente (Fig.7(d)).

Dado que efectivamente se trata de una proyeccién bidimensional de un
espacio de fases tridimensional, cabria pensar en algin artilugio mediante
el cual podriamos obtener la informacién del sistema dindmico mediante la
observaciéon en un plano, lo cual seria mucho mas sencillo. Esto fue pre-
cisamente lo que ided a finales del siglo XIX el matemadtico francés Henri
Poincaré con lo que actualmente se conoce como plano de Poincaré. La
idea es la siguiente: tomemos el movimiento del péndulo de la Fig.7(c), que
como hemos dicho antes en el espacio de fases tridimensional se trata de una
hélice. Tomemos un plano paralelo al plano df/dt — 6 y situémoslo en el eje
de los tiempos cuando la variable tiempo equivale a un periodo de la fuerza
externa. La dOrbita del péndulo tendrd una interseccién no nula con este
plano. Tomemos dicho plano en cada intervalo de tiempo igual a un periodo
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en cada periodo sucesivo. Si el movimiento es periddico, como en el caso de
la Fig.7(c), entonces siempre cortard a dicho plano en el mismo punto. Eso
es precisamente lo que representa la Fig.7(e), donde el punto indica que se
trata de un movimiento periédico de periodo 1. Si hubiera dos puntos signi-
ficaria un movimiento periédico de periodo 2 y asi sucesivamente. Cuando
aplicamos la misma técnica al movimiento “caético”de la Fig.7(d), la 6rbita
corta al plano en puntos diferentes a cada periodo, dando lugar a la Fig.7(f),
que representa a un atractor extrano con una forma peculiar, aunque con-
centrado en una regién del espacio de fases. Se trata precisamente de un
atractor caodtico en el plano de Poincaré correspondiente al movimiento de
una Orbita cadtica del péndulo y que viene ademés caracterizado por una
dimensién no entera o fraccionaria y que recibe el nombre de dimensién
fractal. Esta dimensién no entera es consecuencia directa de los factores
de determinismo, disipacion y sensibilidad a las condiciones iniciales, que
caracterizan una dindmica cadtica.

7 Conclusiones

Tradicionalmente solo se hace mencién a los sistemas lineales en los cursos
elementales de Fisica, tal vez porque se considere que la introduccién a los
sistemas no lineales sea algo muy complejo para lo que el alumno no esté
preparado. La idea que hemos tratado de transmitir en este trabajo es que
es posible introducir las ideas basicas de los sistemas no lineales, incluyendo
el comportamiento cadtico, a través de ejemplos sencillos de movimiento
oscilatorio. Debido a la naturaleza ubicua de las oscilaciones y a su papel
fundamental en la Fisica, constituiria un capitulo necesario en cualquier curso
elemental y por tanto pensamos que es el camino natural para introducir los
sistemas no lineales en la ensenanza de la Fisica tanto a los alumnos de
Ensenanza Secundaria como a los de primeros cursos universitarios.
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