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The Hénon-Heiles hamiltonian system is studied in the context of chaotic scattering, for a range of energies
where escapes of particles are possible. By using computational technigues, ist invariant manifolds are analyzed,
and it is shown that its fractal basins have the property of Wada. This strange property, of topological nature, is
verified when a set shares its boundary with at least three other sets, and it supposes a higher limitation to our
capacity for prediction than in the case that the boundaries are simply fractal. This system shows the intrinsic

uncertainty in a simple physical system of clasical nature.

1. Introduccion

Dentro de la tradicion de la
Fisica, las ideas de incertidumbre
nos han sido transmitidas usuval-
mente asociadas a la Mecdnica
Cuantica, en particular al princi-
pio de incertidumbre de Heisen-
berg, dando casi siempre por sen-
tado el caracter predictivo y com-
pletamente determinista de la
Mecanica Clasica. Una vez plan-
teado el problema de la incerti-
dumbre, resulta natural pregun-
tarse por sus origenes y su natura-
leza. En realidad, algunos de los
creadores de la Mecanica Cuan-
tica se preocuparon por la posible
repercusion de las ideas de incer-
tidumbre en el campo de la Mecanica Clasica. De hecho, el
efecto de la dependencia sensible a las condiciones iniciales
fue puesto de manifiesto en tiempos recientes por el fisico
aleman Max Born en un articulo muy poco conocido escrito
en 1955 titulado Is Classical Mechanics in fact determinis-
tic? [1]. El modelo que tenia en mente es el conocido gas de
Lorentz bidimensional, propuesto por el fisico holandés H.

“A. Lorentz (1853-1928) en 1905 [2] como modelo para la
conductividad de los metales y que se usa incluso hoy dia
como uno de los modelos fundamentales de la Mecanica
Estadistica del No Equilibrio. Se trata de un sistema dinami-
co muy inestable, donde una particula se mueve entre un
conjunto de obstaculos fijos circulares. Es claro que la
menor de las desviaciones en las condiciones iniciales lle-
varia a un estado ulterior completamente diferente. Born
concluyd que en realidad el determinismo de la Mecanica
Clasica resulta ser de una falsa apariencia, debido al hecho
de que no es posible determinar con absoluta precision las
condiciones iniciales de un sistema fisico dado. Similares
reflexiones fueron realizadas también en la misma época por
el célebre fisico austriaco y premio Nobel de fisica Erwin
Schrodinger.

Es de destacar de igual modo que estas ideas, ciertamen-
te poco conocidas e ignoradas por muchos durante mucho
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tiempo, se encuentran asimismo
expuestas en el famoso libro del
también premio Nobel de fisica
Richard Feynman [3], donde el
autor argumenta con su incompa-
rable estilo que la incertidumbre
no es un requisito propio de la
Mecanica Cuantica asociado al
famoso principio de Heisenberg,
sino que se trata de una carac-
teristica consubstancial a la incer-
tidumbre en la determinacion de
las condiciones iniciales de mu-
chos problemas de la Mecdnica
Clasica.

Muchos sistemas dinamicos no
lineales poseen la propiedad de la
dependencia sensible a las condi-
ciones iniciales, de modo que no
resulta posible predecir su evolucion a largo plazo, porque en
la practica siempre existen errores en la determinacion de
estas condiciones iniciales. Esto provoca una separacion
exponencial en el tiempo de las trayectorias, lo que lleva a la
incertidumbre final. Es precisamente este tipo de movimien-
to el que recibe el nombre de cadtico. La idea basica de la
incertidumbre en el lanzamiento de una moneda o un dado
podria estar ligada a la nocion de la dependencia sensible a
las condiciones iniciales si tenemos en cuenta que no son
mas que solidos rigidos. ;

La dispersion cadtica consiste en la interaccion de una
particula con un sistema que la dispersa, de forma que las
condiciones finales de velocidad y direccion de dicha parti-
cula dependen sensiblemente de sus condiciones iniciales
(véase Ref. [4] para un estudio detallado de este fenomeno).

La dispersion cadtica se asocia a la dindamica de sistemas
hamiltonianos abiertos que poseen propiedades cadticas. Los
sistemas hamiltonianos abiertos son aquéllos en los que una
particula, que conserva la energia, puede tener un movi-
miento erratico durante un tiempo dentro de una zona acota-
da llamada region de dispersion, hasta que finalmente esca-
pa hacia el infinito atravesando una de las posibles salidas.
Muchos estudios recientes se han centrado en estos sistemas,
y la principal razon es que la dispersion caotica esta siendo
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utilizada para modelizar numerosos fendmenos en campos
muy distintos. Algunas aplicaciones a destacar son el anali-
sis del escape de estrellas de potenciales galacticos [5, 6], la
dinamica de iones atrapados en trampas electromagnéticas
[7], la interaccion entre la cola magnética de la Tierra y el
viento solar [8], o algunas aplicaciones en el contexto de la
relatividad general [9], por citar unas pocas.

Cuando el sistema dispersor se modeliza mediante un
potencial, para energias por debajo de un cierto valor umbral
comunmente conocido como energia de escape, las orbitas
estan acotadas y las particulas no pueden escapar de la lla-
mada region de dispersion. Sin embargo, si la energia es
superior a este valor umbral aparecen varias salidas y es
posible escapar al infinito a través de cualquiera de ellas.

Una cuenca de escape de un sistema hamiltoniano abier-
to se define como el conjunto de condiciones iniciales que
dan lugar a orbitas que escapan del sistema por una determi-
nada salida. Evidentemente, tendremos tantas cuencas de
escape como salidas existan en el sistema, y éstas estaran
separadas por una frontera. Esta frontera puede ser suave (de
dimension entera) o fractal (de dimension no entera), como
mostraron por vez primera S. Bleher et al. [10]. Si la fronte-
ra es fractal, la dinamica del sistema es en cierta medida
impredecible, ya que la frontera que separa una cuenca de
otra no estd claramente definida.

En el presente trabajo, fijamos la atencion en el andlisis
de las cuencas de escape del hamiltoniano de Hénon-Heiles,
un modelo muy conocido para una galaxia axisimétrica, y
que se ha convertido con el tiempo en un paradigma de la
dindmica no lineal hamiltoniana. Se trata de un sistema bidi-
mensional independiente del tiempo, y posee tres salidas
para orbitas con mayor energia que la de escape. Por una
parte, prestamos especial atencion a sus conjuntos invarian-
tes, y por otra obtenemos evidencias numéricas de que las
cuencas que aparecen en este sistema no son Unicamente
fractales, sino que poseen ademas la muy peculiar propiedad
de Wada [11-16], lo que significa que cualquier punto de su
frontera pertenece también a la frontera de al menos otras
dos cuencas.
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Figura 1. Curvas isopotenciales para el potencial de Hénon-Heiles.
Son cerradas para energias por debajo de E, =1/6, mientras que mues-
tran tres salidas cuando la energia cruza este valor umbral.
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2. Estudio del sistema de Hénon-Heiles

El sistema de Hénon-Heiles fue estudiado por primera
vez por los astronomos M. Hénon y C. Heiles en 1964 [17],
con la finalidad de analizar si existen dos o tres cantidades
conservadas en la dinamica galactica. Un sistema con un
potencial galactico axisimétrico e independiente del tiempo,
posee un espacio de fases de 6 dimensiones. Como existen 6
variables, podemos encontrar 5 integrales conservadas inde-
pendientes, algunas de ellas aislantes (isolating) y otras no
aislantes (non isolating), siendo estas ultimas fisicamente
irrelevantes. Una integral aislante es aquella cantidad con-
servada que limita el movimiento de la particula a una region
restringida del espacio de fases. La cuestion que estos dos
astrébnomos intentaban resolver es qué parte de este espacio
de fases 6D se llena con la trayectoria de una estrella con el
paso del tiempo. Por esa época ya era evidente que la energia
total E, y la componente-z del momento angular L, eran inte-
grales aislantes, mientras que otras dos eran no aislantes. Por
lo tanto, el verdadero objetivo consistia en encontrar una ter-
cera cantidad conservada. Para resolver este enigma, Hénon
y Heiles propusieron un potencial 2D, y descubrieron que
existe una tercera integral aislante, que aparece unicamente
para ciertas condiciones iniciales. De hecho, el hamiltoniano
de Hénon-Heiles es uno de los primeros ejemplos que mues-
tran como sistemas muy simples pueden poseer una dinami-
ca muy compleja, y desde que fue propuesto ha sido exhaus-
tivamente estudiado como paradigma de los hamiltonianos
2D independientes del tiempo.

El hamiltoniano de Hénon-Heiles posee una simetria de
rotacion de 2m/3 (triangular), y se expresa de la siguiente
forma:

1

H =205 + 57 +‘5(x* + +x*r—~;~y3. )

Este hamiltoniano ha sido muy estudiado en el rango de
energias por debajo de la energia de escape (£, =1/6), donde
las orbitas estan acotadas y aparece una gran variedad de
movimientos tanto periddicos como caodticos. Por otra parte,
si la energia excede el valor umbral de la energia de escape
E,, las trayectorias pueden escapar de la region acotada y
avanzar hacia el infinito a través de tres salidas distintas.
Debido a la simetria triangular, las salidas estan separadas un
angulo 2m/3 radianes, y se denominara de ahora en adelante
salida 1 a la superior (y — + <o), salida 2 a la de la izquierda
(v — — o0, x —> — o0), y salida 3 a la de la derecha (y — — o,
X —» + o) (véase la Fig. 1).

A. Cuencas de Wada

Uno de los principales objetivos de este trabajo es mos-
trar que las cuencas de escape del hamiltoniano de Hénon-
Heiles y otros ejemplos relacionados de dispersion cadtica
no son Unicamente fractales, sino que ademas verifican la
propiedad de Wada. Aunque es dificil de imaginar, es posi-
ble tener tres conjuntos compartiendo la misma frontera. En
general, tres regiones en dos dimensiones (por ejemplo tres
paises) pueden coincidir Gnicamente en un punto, pero
topolégicamente esto no es necesariamente cierto para con-
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ca la propiedad de Wada si cualquier condicion inicial que se
encuentra en la frontera de una cuenca estd a la vez en la
frontera de otras dos cuencas (o mas). En otras palabras, todo
conjunto abierto centrado en un punto x que pertenezca a una
frontera Wada tiene una interseccion no nula con al menos
tres cuencas distintas.

FEl primer ejemplo de un sistema con esta propiedad lo
propuso el matematico japonés Yoneyama en 1917 [11],
quien a su vez lo atribuia al Sr. Wada, de quien tomo el nom-
bre. Los “Lagos de Wada” son un gjemplo 0til de como cons-
truir “con lapiz y papel” tres regiones que verifican esta pro-
piedad, y vienen extensamente explicados en [11, 19-21].
Logicamente, las fronteras de estos conjuntos deben cumplir
ciertas propiedades matematicas muy inusuales. Topologica-
mente, la propiedad de Wada esta asociada al concepto de
continuo indecompuesto [ 11, 19-21]. Dichos continuos inde-
compuestos son conjuntos compactos y conexos con la
extrafia propiedad de que cuando se los intenta separar en
dos partes, se dividen necesariamente en infinitas partes dis-
tintas.

Por todo esto, si un sistema dinamico verifica la propie-
dad de Wada, la impredecibilidad asociada es aiin mayor que
si presentara tinicamente fronteras fractales. En nuestro caso,
si una trayectoria nace cerca de un punto de la frontera, no
nos sera posible predecir cual de las tres salidas existentes
elegira para escapar, ya que sus condiciones iniciales podrian
pertenecer a cualquiera de las tres cuencas. A pesar de todo,
numerosos sistemas dinamicos verifican esta propiedad, y
entre ellos destacan el péndulo forzado y amortiguado, la
aplicacion de Hénon para algunos valores de sus parametros
[11, 12] o incluso el oscilador de Duffing, como mostramos
en [22]. Ademas, se probd en [23] que la propiedad de Wada
se verifica en una configuracion triangular de tres bolas de
billar, y se conjeturd que quizas se trate de una cualidad tipi-
ca de la dispersion cadtica. Otras recientes aplicaciones de
esta propiedad tienen que ver con la Fisica de Plasmas [24]
y con los sistemas dinamicos hamiltonianos discretos abier-
tos [25]. Finalmente, en [26] se presentd una reciente verifi-
cacion experimental “casera” de la propiedad de Wada, basa-
da en la reflexion de luz de diferentes colores por cuatro
bolas de navidad formando un tetrahedro. Este ultimo traba-
jo fue de hecho portada de la revista Nature.

B. Condiciones compuracionales para verificar
la propiedad de Wada

La verificacion numérica de la propiedad de Wada por
parte de una cuenca B presenta diversas dificultades que
deben solventarse, ya que como ya hemos comentado la
topologia detras de esta propiedad no es trivial. En [11, 12]
se realizo un andlisis pormenorizado de este tema, y se pro-
pusieron ciertas condiciones computacionales que aseguran
que una cuenca es Wada. Simplificando, la condicion princi-
pal es encontrar una orbita P periodica inestable, accesible
desde la cuenca B, de forma que su variedad inestable corte
tres cuencas distintas. La condicion secundaria es que, en
caso de que exista mas de una oOrbita periodica accesible,
todas las variedades inestables de estas orbitas corten todas
las cuencas (Teorema 1 de [12]). Pero para entender estas
dos condiciones necesitamos un par de definiciones previas.
Primero, un punto p es accesible desde una cuenca dada
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cuando se puede dibujar una curva, comenzando en el inte-
rior de dicha cuenca, de forma que este punto p sea el primer
punto de la frontera que toca la curva. Segundo, la variedad
inestable de una 6rbita inestable estd formada por todas las
condiciones iniciales que iteradas hacia atras en el tiempo,
tienden a dicha orbita.
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Figura 2. Detalle del diagrama de cuencas de escape para el sistema
de Hénon-Heiles v £ = 0.25. Muestra 1000 x 1000 condiciones ini-
ciales dadas por x = 0, vy = (-0.3, 1.2) e ' = v - cos B, donde v es la
velocidad inicial y 0 el angulo de disparo. Las condiciones iniciales
negras representan orbitas que escapan a través de la salida 1 (cuen-
ca 1), las rojas escapan por la salida 2 (cuenca 2) y las verdes esca-
pan por la salida 3 (cuenca 3). La variedad inestable de la tnica 6rbi-
ta peri6dica inestable accesible (sefialada con LO1) cruza todas las
cuencas. Por lo tanto el hamiltoniano de Hénon-Heiles verifica la
propiedad de Wada.

La Fig. 2 muestra que efectivamente la variedad inestable
de la 0nica orbita periddica inestable accesible desde la
cuenca | cruza todas las cuencas del sistema. En consecuen-
cia, con ayuda de suficientes evidencias numéricas, podemos
afirmar que la cuenca 1, formada por las condiciones inicia-
les de las érbitas que escapan hacia y — oo, satisface la pro-
piedad de Wada (para mas detalles conviene consultar [27]).
Se puede utilizar el mismo razonamiento para las otras dos
cuencas, ya que como se ha sefialado anteriormente, el
hamiltoniano de Hénon-Heiles posee simetria triangular.

C. Conjuntos invariantes

Los sistemas en los que aparecen movimientos cadticos
no atractivos son muy frecuentes, y el hamiltoniano de
Hénon-Heiles para energias por encima de la de escape es un
buen ejemplo de este fenomeno. Los conjuntos invariantes
asociados a este hamiltoniano nos proporcionan mucha
informacion acerca de las propiedades dinamicas del siste-
ma. En este apartado queremos mostrar los calculos del con-
junto cadtico invariante, su variedad estable y su variedad
inestable, asi como las dimensiones de cada uno de estos
conjuntos en funcion del valor de la energia.

El conjunto cadtico invariante esta formado por un con-
junto de orbitas de medida de Lebesgue cero que no escapan
de la region de dispersion ni cuando ¢ — oo ni cuando ¢ — —oo
[14]. Su variedad estable contiene las Orbitas que no escapan
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cuando ¢ — oo, mientras que su variedad inestable esta for-

mada por aquéllas que no lo hacen cuando ¢ — oo. Las 6rbi-
tas que constituyen el conjunto caético invariante son drbitas
inestables periddicas y aperiédicas. Ademas, este conjunto
esta formado por la interseccion de su variedad estable e
inestable, que son a su vez dos conjuntos fractales cuya
dimension esta entre 2 y 3 en un espacio de fases tridimen-
sional. Como ambos conjuntos son invariantes, también lo es
su interseccion, por lo que las orbitas que nacen en un punto
perteneciente al conjunto cadtico invariante, jamas lo aban-
donan.

La frontera fractal de las cuencas coincide con la varie-
dad estable del conjunto cadtico, y por lo tanto esta formada
por las trayectorias que jamas escapan del sistema, pase el
tiempo que pase. Si una 6rbita nace cerca de la frontera, su
trayectoria avanzara lentamente siguiendo una variedad esta-
ble hacia un punto silla del conjunto caético, en cuya vecin-
dad pasard largo tiempo antes de escapar del sistema siguien-
do la variedad inestable de dicho punto silla. Por esa razén,
son las 6rbitas que nacen cerca de la frontera fractal las que
pasan mas tiempo dentro de la region de dispersion.

IGE Ay
¥

Figura 3. Variedad estable (a), variedad inestable (b) y conjunto cad-
tico invariante (c) del sistema de Hénon-Heiles para E = 0.25. Las
condiciones iniciales son (y, ¥ ), con una fina red de 2000 x 2000
puntos. Las flechas sefialan la orbita periddica accesible de la Fig. 2.

Como ya se mencion6 anteriormente, la dimension de
ambas variedades fractales esta entre 2 y 3, por lo que s6lo
podra representarse su interseccién con un plano dado que
conocemos como seccion de Poincaré. La Fig. 3 muestra la
seccion de Poincaré de la variedad estable, la variedad ines-
table y el conjunto cadtico para E = 0.25. Es facil observar
que la interseccion de la variedad estable y la inestable coin-
cide con el conjunto cadtico invariante, y que ambas varie-
dades son simétricas. Esta simetria se debe a que el hamilto-
niano de Hénon-Heiles es conservativo ¢ invariante ante una
transformacion de inversion temporal (r — —t, v — —v). Si se
compara esta figura con su correspondiente diagrama de
escape (Fig. 2), se comprueba que la variedad estable real-
mente coincide con las fronteras fractales.

La Fig. 4(a) muestra el decrecimiento del tamafio de las
cuencas de escape fractales a medida que aumenta el valor
de la energia, es decir, a medida que aumenta el tamafio de
las tres salidas. De forma mas cuantitativa, la dimension
fractal de incertidumbre [28] para cada valor de E viene
reflejada en la Fig. 4(b). Cabe destacar que la dimension de
los tres conjuntos invariantes tiende a 3, es decir, la dimen-
sion total del espacio de fases, cuando la energia tiende a su
valor minimo E, = 1/6 y las salidas se hacen infinitamente
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pequeiias. Esto significa que para ese valor critico existe una
fractalizacion total del espacio de fases, volviéndose “denso”
el conjunto cadtico invariante en el limite. Por lo tanto, en
dicho limite ya no quedan conjuntos “suaves” de condicio-
nes iniciales (véase la Fig. 4(a)) y las unicas estructuras reco-
nocibles son los llamados toros KAM (Kolmogorov-Arnold-
Mosser) que estan compuestos de orbitas cuasiperiodicas
que nunca escapan del sistema aunque tengan energia para
hacerlo (y que ademas existen Gnicamente para E<0.2).
Cuando aumenta la energia, aparecen los diferentes conjun-
tos suaves de condiciones iniciales y tienden a crecer, mien-
tras que las estructuras fractales que coinciden con la fronte-
ra entre cuencas disminuyen.

La fractalidad en el hamiltoniano de Hénon-Heiles se
mantiene para todo valor de la energia, tal y como se observo
en [29], mientras que en otros muchos hamiltonianos 2D ésta
desaparece cuando la energia alcanza un determinado valor.
En nuestro caso, las dimensiones de la variedad estable Dg e
inestable Dy, tienden a 2.2 cuando E — oo, y por lo tanto
Dg= Dy € (2.2, 3) (donde D = 2 significa no fractalidad y
D = 3 mixima fractalidad). A su vez, la dimension del con-
junto cadtico invariante D tiende a 1.4 cuando E aumenta,
y D¢ € (1.4,3) (donde D = 1 significa no fractalidad y D = 3
maxima fractalidad).
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Figura 4. (a) Evolucion de las cuencas de escape para diferentes
valores de la energia. Las condiciones iniciales son (x =0, y = 0) y
8 € (0,2m). La cuenca 1 es dibujada en negro, la cuenca 2 en gris
oscuro y la cuenca 3 en verde. (b) Dimension fractal de los conjuntos
invariantes para diferentes valores de la energia: Dg = Dy, para las
variedades estable e inestable, D, para el conjunto cadtico invariante.
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D. Generalizando los resultados: las cuencas inciertas

Los resultados que se acaban de presentar para el sistema
de Hénon-Heiles vy que se ven reflejados en la Fig. 4, nos han
llevado a realizar un estudio general de la evolucion de la
naturaleza de todos los sistemas hamiltonianos abiertos
cuando el tamafio de las salidas disminuye y tiende a cero.
Aun sin querer ahondar en este nuevo campo, ampliamente
desarrollado en [30], nos parece de interés presentar el prin-
cipal resultado de este estudio:

En el limite de las salidas infinitamente pequeiias, los
conjuntos invariantes de todos los sistemas hamiltonia-
nos abiertos, es decir, el conjunto cadtico invariante y
sus variedades estable e inestable, tienden a llenar fisi-
camente la totalidad del espacio de fases.

Una consecuencia directa de este fendmeno es que cuan-
do las salidas se hacen muy pequefias, las cuencas de escape
sufren una absoluta fractalizacion, tendiendo a confundirse
con sus propias fronteras. De esta forma se convierten en un
nuevo tipo de cuencas, que nosotros hemos denominado
cuencas inciertas por sus dramaticas consecuencias en la
capacidad de prediccion. Nuestro resultado explica también
la tendencia de la dimension fractal de los tres conjuntos
invariantes a alcanzar el valor de la dimension del espacio de
fases en semejante limite, idea conjeturada por [29], ¥ que
claramente se observa en la Fig. 4(b). Las cuencas inciertas
que se presentan aqui se asemejan en muchos sentidos a las
llamadas cuencas agujereadas (riddled basins), una propie-
dad muy particular relacionada con las cuencas fractales,
pero que aparecen unicamente en el contexto de los sistemas
disipativos, es decir, aquéllos que en oposicion a los hamil-
tonianos, no conservan la energia.

Conclusiones

En esta investigacion hemos estudiado en detalle la dina-
mica del hamiltoniano de Hénon-Heiles, en el rango de
energias para el cual existen tres posibles salidas. En parti-
cular, hemos calculado las cuencas de escape y sus conjun-
tos invariantes, haciendo un analisis general de dicho siste-
ma desde la optica de la dispersion cadtica.

Una de las principales conclusiones ha sido mostrar que
el hamiltoniano de Hénon-Heiles posee cuencas de Wada, lo
que significa que cualquier condicion inicial que pertenezca
a la frontera de una cuenca de escape, pertenece igualmente
a la frontera de las otras dos cuencas. La existencia de esta
extraia propiedad supone una dificultad nueva a la hora de
predecir el futuro dinamico de un sistema, atin mayor inclu-
$o que si solo presentara cuencas fractales, de modo que se
puede afirmar que la existencia de cuencas de Wada amplia
el concepto clasico de sensibilidad a las condiciones inicia-
les. Pero ademas hemos encontrado que en situaciones limi-
te, cuando el tamarfio de las salidas tiende a cero, existe una
total fractalizacion del espacio de fases, lo cual nos impide
definitivamente obtener informacion acerca del futuro de
muchos sistemas.

Todos estos resultados, que se producen en un estricto
contexto clasico, nos permiten hacer una reflexion nueva
acerca del papel de la incertidumbre y el determinismo en
Mecanica Clasica. La presencia de estructuras fractales aso-
ciadas al espacio de fases de las condiciones iniciales com-
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plica de tal manera nuestra capacidad de prediccion, que
hace preciso replantearse los conceptos tradicionales de
indeterminismo.
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